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At a time where the word markets is engraved in the everyday american life,
and exerts an undeniable influence over our individual and collective decisions, it
is natural to pose the reverse question: what is the impact, or repercussion, of our
individual decisions in a competitive market?

Numa altura em que a palavra mercados marca o quotidiano português, e exerce
uma influência inquestionável sobre as nossas decisões individuais e colectivas, é
natural invertermos a questão: qual a influência ou repercussão das nossas decisões
individuais num mercado competitivo?

Claro está, que perceber decisões individuais pressupõe entender as idiosincrasias
associadas a cada ind́ıviduo, as suas preferências, as limitações associadas ao seu
acesso a informação, às condições subjacentes ao processo de tomada de decisão,
sejam elas económicas, sociais, ou outras. Naturalmente, não temos neste trabalho
a presunção de dar uma resposta contundente à questão colocada. Mas, fazendo um
exerćıcio puramente matemático, podemos pensar no seguinte: se fossemos todos
exactamente iguais, perante o mesmo conjunto de alternativas e tendo a mesma
informação, tomaŕıamos todos a mesma decisão? Pretendemos com o modelo em
teoria dos jogos aqui apresentado, captar a influência das nossas decisões, ou es-
colhas, sobre as decisões dos outros e por sua vez mostrar o efeito provocado num
mercado que vende essas alternativas. Mostraremos que a heterogeneidade asso-
ciada a um conjunto de ind́ıviduos num processo de decisão, não é crucial para
uma heterogeneidade de decisões ou estratégias. Antes, uma relação negativa en-
tre esses mesmos ind́ıviduos basta para criar diversidade nas escolhas finais. Se
essa escolha for entre vários produtos vendidos em alternativa, então dáı resulta
que o facto de todos os ind́ıviduos terem as mesmas preferências e estarem nas
mesmas condições, não leva necessáriamente a uma situação de monópolio, o que
poderia ser expectável. Por outro lado, se a relação entre os indiv́ıduos for positiva,
então o efeito desta influência leva a situações em que os indiv́ıduos tomam todos
a mesma decisão, embora individualmente possam todos ter preferência por uma
outra decisão, levando a uma situação de monopólio.

Para criar um modelo sócio-económico que capte estes fenómenos de interação
entre indiv́ıduos num mercado, Defesa, Faias e Pinto em [6] utilizaram os conceitos
de crowding type e taste type introduzidos por Cownley and Wooders (por exemplo
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em [7]). Reflectem estes conceitos formas de agrupar pessoas, explorando a dico-
tomia gostos pessoais/caracteŕısticas observáveis. Por exemplo, podemos agrupar
pessoas de acordo com a sua faixa etária, considerando-se esta uma caracteŕıstica
observável, ou segundo a sua preferência, ou gosto, músical, por exemplo, se gos-
tam de jazz, rock, etc... Posteriormente, seguindo a mesma linha de pensamento,
Almeida, Cruz, Ferreira e Pinto (em [1]) desenvolveram um modelo que permite
relacionar teoria de jogos com o campo da psicologia social por meio das teorias do
Comportamento Planeado ou Acção Racional, desenvolvida nos trabalhos de Ajzen,
Baker, entre outros (ver por exemplo [3, 4]). Neste modelo, o conceito de equiĺıbrio
de Nash Bayesiano é proposto como um mecanismo, dos muitos posśıveis, por trás
da transformação de intenções humanas em comportamentos. Mousa, Oliveira,
Pinto e Soeiro em [11] apresentaram uma versão simplificada do modelo introdu-
zido em [6] que consiste numa versão envolvendo dois grupos de ind́ıviduos perante
uma mesma decisão dicotómica, estudaram a possibilidade dos indiv́ıduos toma-
rem uma decisão em probabilidade e fizeram uma análise da evolução dinâmica ao
longo do tempo, das decisões. Aqui adaptamos alguns resultados obtidos em [11] a
uma versão simplificada do modelo de escolha em turismo introduzido em [6], para
explorarmos o impacto que as relações num grupo de pares têm sobre a procura
por um determinado produto.

1. O modelo

Descreveremos um modelo em teoria de jogos onde um grupo de indiv́ıduos tem
de escolher uma de duas alternativas, alternativas essas que podem ser referentes
a um produto ou serviço, e portanto ter um preço associado. A preferência dos
indiv́ıduos pelas alternativas, a relação entre os jogadores e preço das alternativas,
são os factores preponderantes para decisão dos indiv́ıduos neste modelo.

Por ser um exemplo esclarecedor, inspirados em [6], consideraremos que o grupo
de indiv́ıduos é um grupo de turistas que tem de escolher entre passar férias numa
estância de praia ou de montanha. Sabendo os preços praticados por cada uma
dessas duas estâncias, a escolha de cada turista é individual e depende, não só
dos preços, mas também de quanto gosta de cada uma das estâncias, e por fim de
quanto gosta de estar com outros turistas em cada uma das estâncias.

Consideremos então um conjunto de n turistas, portanto, com n ∈ N. Defini-
mos o conjunto dos turistas como T = {1, . . . , n}. Suponhamos que existem duas
estâncias tuŕısticas, uma estância tuŕıstica na Praia, a estância B (do inglês Beach)
e uma estância tuŕıstica na Montanha, a estância M . Sendo assim, um turista i ∈ T
tem que escolher um elemento do conjunto E = {B,M}.

Os parâmetros que influenciam a escolha de cada turista são os seguintes:

θE - o preço praticado pela estância E;
ωE - quanto um turista gosta ou não da estância E;
αE - quanto um turista gosta ou não de estar com outro turista na estância E.

Vamos agora, usando estes parâmetros, definir as variáveis que representam as
preferências relativas dos turistas, com e sem a influência do preço praticado pelas
estâncias. Assim, definimos a preferência relativa sem preço xF = ωB − ωM , cuja
interpretação é a seguinte: se xF > 0 os turistas preferem a estância de praia; se
xF < 0, os turistas preferem a estância de montanha; se xF = 0, os turistas não
têm preferência por nenhuma estância. Definimos ainda a preferência relativa com
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preço, onde se acrescenta a diferença de preço à interpretação anterior

x = θM − θB + xF .

Crucial neste modelo são os parâmetros αB e αM . Estes são os parâmetros res-
ponsáveis por captar o efeito que as escolhas de uns têm sobre as escolhas dos
outros. Mais importante será a relação entre os dois parâmetros. Definimos

A = αB + αM

e dizemos que os turistas gostam de estar juntos se A > 0, e que os turistas não
gostam de estar juntos se A ≤ 0.

Descrevemos as escolhas dos turistas através dum mapa estratégico S : T→ [0, 1]
que associa a cada turista i a sua escolha, em probabilidade. Nomeadamente, um
turista escolhe a estância B com probabilidade S(i) = pBi e a estância M com
probabilidade 1 − S(i) = pMi . O conjunto de todas as estratégias posśıveis dos
turistas é dado por,

S =
{

(pB1 , p
B
2 , . . . , p

B
n ) ∈ Rn : 0 ≤ pBi ≤ 1, i ∈ T

}
.

A quota de mercado da estância tuŕıstica na praia SB =
∑

i∈T S(i) é dada pela
soma das probabilidades com que os turistas escolhem estância tuŕıstica na praia e,
análogamente, a quota de mercado da estância tuŕıstica na montanha SM = n−SB é
dada pela soma das probabilidades com que os turistas escolhem a estância tuŕıstica
na montanha. Para analisar qual a repercurssão quando um único turista i decide
mudar a sua decisão, introduzimos aquilo a que chamamos i-quotas de mercado.
Nesse sentido, i-quota de mercado da estância tuŕıstica na praia ŜB,i = SB − S(i)
é dada pela sua quota de mercado menos o peso da escolha do turista i. Da
mesma forma, a i-quota de mercado da estância tuŕıstica na montanha ŜM,i =
SM − (1 − S(i)) é dada pela sua quota de mercado menos o peso da escolha do
turista i. Assim, se só o individuo i alterar a sua decisão S(i), as i-quotas de

mercado ŜB,i e ŜM,i permanecem constante.
Assumimos que um turista tem por objectivo fazer a escolha que lhe trará maior

felicidade. Na terminologia de teoria dos jogos, dizemos que os turistas procuram
escolher a estância que maximiza a sua função de utilidade. Podemos agora definir
para cada turista i ∈ T, a sua função de utilidade Ui : S→ R, dada por,

Ui(S) =
∑
E∈E

pEi (−θE + ωE + αEŜE,i).

Notamos que para cada turista i ∈ T, a parcela pessoal

pBi (−θB + ωB) + pMi (−θM + ωM )

da sua utilidade Ui(S) corresponde à utilidade que o turista teria se os outros
turistas não influenciassem a sua felicidade. A parcela social

pBi αBŜB,i + pMi αM ŜM,i

da sua utilidade Ui(S) indica a influência exacta dos outros na sua felicidade.
Um conceito importante em teoria de jogos é o de bem-estar social. Aqui, sendo

que os turistas são indistingúıveis, é natural considerar que o bem-estar da comu-
nidade dos turistas W (S) consiste na soma das utilidades de todos os turistas

W (S) =
∑
i∈T

Ui(S).
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Seja V : [0, 1]× [0, n]→ R a função auxiliar dada por

V (p, Ŝ) = αM (n− 1− Ŝ)− θM + ωM + p(x− αM (n− 1) +AŜ).

Para calcular o valor da utilidade Ui(S) do turista i ∈ T, notamos que as únicas
informações que precisamos saber sobre a estratégia S é a probabilidade pBi e a

i-quota de mercado ŜE,i. Mais ainda, podemos re-escrever o valor da utilidade
Ui(S) da seguinte forma

Ui(S) = V (pBi , ŜB,i).

Estamos agora em condições de definir o que é um equiĺıbrio de Nash deste jogo,
que é um dos conceitos fundamentais de teoria dos jogos.

Definição 1. A estratégia S∗ : T→ R é um equiĺıbrio de Nash se

Ui(S
∗) ≥ Ui(S)

para cada turista i ∈ T e para cada estratégia S ∈ S, com a propriedade S∗(j) =
S(j) para cada turista j ∈ T \ {i}.

Portanto, uma vez feitas as escolhas de todos os turistas, esse conjunto de esco-
lhas é um equiĺıbrio de Nash se nenhum turista melhorar ao mudar unilateralmente
a sua decisão.

Até este momento não mencionamos o ponto de vista das estâncias neste jogo,
essa discussão levar-nos-ia a outros conceitos, que fogem ao âmbito deste trabalho
(para tal ver [14]). No entanto, notamos que ao caracterizar as estratégias que são
equiĺıbrios de Nash para os turistas, estaremos a caracterizar completamente, para
cada estância, as quotas de mercado esperadas pressupondo escolhas racionais por
parte dos turistas. Racionais no sentido de cada turista fazer a melhor escolha em
termos da sua utilidade, ou felicidade, dadas as escolhas dos outros e os preços
praticados pelas estâncias tuŕısticas.

2. Equiĺıbrios de Nash

Dadas as preferências dos turistas ωE e αE , iremos estudar, para cada par de
preços (θB , θM ), as estratégias que são equiĺıbrios de Nash do jogo. Lembramos que
um equiĺıbrio de Nash pressupõe que cada turista só muda a sua estratégia se ao
mudar aumentar a sua utilidade. Assim, não se permite que um turista se coligue
com outros, de forma que, ao alterarem a sua estratégia conjunta, aumentem a sua
utilidade. O estudo do efeito de coligações é feito noutro trabalho (ver por exemplo
[8]).

2.1. Estratégias puras. Diz-se que uma estratégia é pura se os turistas escolhem
uma das estâncias com probabilidade 1, ou seja, pBi = 1 ou pMi = 1, e portanto,
os turistas optam exclusivamente por uma das estâncias. Relembrando que os tu-
ristas são indistingúıveis, a definição seguinte permite identificar, e posteriormente
caracterizar, estratégias puras dos turistas.

Definição 2 (l-estratégia). Seja l ∈ {0, 1, . . . , n}. Uma l-estratégia S ∈ S é uma
estratégia em que:

(i) l turistas escolhem a estância B com probabilidade S(i) = pBi = 1;
(ii) n− l turistas escolhem a estância M com probabilidade 1− S(j) = pMj = 1.
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Portanto, numa l-estratégia a quota de mercado para a praia é SB = l e para a
montanha é SM = n− l.

Os equiĺıbrios de Nash em estratégias puras são a união de todas as l-estratégias
que são equiĺıbrios de Nash. Note-se que se uma l-estratégia S é um equiĺıbrio de
Nash para alguma preferência relativa com preço x, então todas as l-estratégias são
equiĺıbrios de Nash para o mesmo x.

Dada uma n-estratégia S, para qualquer turista i, o valor da sua utilidade é dado
por

Ui(S) = −θB + ωB + αB(n− 1).

O bem-estar da comunidade dos turistas é dado por W (S) = nUi(S).
Dada uma 0-estratégia S, para qualquer turista j, o valor da sua utilidade é

dado por

Uj(S) = −θM + ωM + αM (n− 1).

O bem-estar da comunidade dos turistas é dado por W (S) = nUj(S).
Consideremos uma l-estratégia S com l ∈ {1, . . . , n − 1}. Um turista i com

estratégia S(i) = 1 tem utilidade

Ui(S) = −θB + ωB + αB(l − 1).

Um turista j com estratégia S(j) = 0 tem utilidade

Uj(S) = −θM + ωM + αM (n− l − 1).

O bem-estar da comunidade dos turistas neste caso é dado por W (S) = lUi(S) +
(n− l)Uj(S).

Seja A ≤ 0 e considere-se que a l-estratégia é um equiĺıbrio de Nash. Se αB ≤ αM

Uj(S) ≤ Ui(S);

e se αM ≤ αB

Ui(S) ≤ Uj(S).

Podemos portanto comparar a felicidade dos turistas que tomam decisões diferentes
num equiĺıbrio de Nash. Curiosamente, os turistas que ficam na estância em que
gostam menos de estar juntos têm maior utilidade.

Seja T (l) o limiar de preferência relativa dado por

T (l) = −Al + αM (n− 1)

e seja T ′(l) o limiar auxiliar de preferência relativa dado por

T ′(l) = T (l − 1) .

Os próximos resultados caracterizam os equiĺıbrios de Nash, recorrendo aos limiares
definidos antes e distinguindo os casos em que turistas gostam ou não de estar
juntos, o que, relembrando, depende do parâmetro A ser positivo ou negativo.

No caso em que os turistas gostam de estar juntos, então vão todos escolher a
mesma estância tuŕıstica. Se não houver uma preferência muito forte por uma das
estâncias, então a vontade de estar juntos pode mesmo sobrepôr-se às suas próprias
preferências, e áı teremos dois equiĺıbrios posśıveis. Um em que os indiv́ıduos
tomam todos a mesma decisão, que vai de encontro às suas próprias preferências, e
outro onde tomam todos a mesma decisão, apesar de individualmente terem todos
preferência pela outra estância.
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Lema 1 (Equiĺıbrios de Nash em estratégias puras para turistas que gostam de
estar juntos.). Seja A > 0. Uma l-estratégia é um equiĺıbrio de Nash se, e só se,
l = 0 ou l = n. Têm-se ainda que,

(i) se uma 0-estratégia é um equiĺıbrio de Nash, então x ∈ (−∞, T (0)];
(ii) se uma n-estratégia é um equiĺıbrio de Nash, então x ∈ [T ′(n),+∞).

No caso de A > 0 temos que T ′(n) < T (0), e portanto, se x ∈ [T ′(n), T (0)]
um equiĺıbrio de Nash em estratégias puras pode ser uma 0-estratégia ou uma n-
estratégia. Portanto, quando x < T ′(n) os turistas preferem sempre estar juntos na
estância de montanha, levando assim a estância da praia à falência. Se x > T (0) os
turistas preferem sempre estar juntos na estância de praia, levando assim a estância
da montanha à falência. Se x ∈ [T ′(n), T (0)] então os turistas têm preferência por
estar juntos, independentemente da estância. Existem portanto dois equiĺıbrios, os
monopólios de cada uma das estâncias. Note-se que os turistas podem inclusivé
todos escolher uma estância, embora possam todos preferir a outra.

Demonstração. Consideremos uma l-estratégia S com l ∈ {1, . . . , n − 1}. Assim,
há pelo menos um turista i tal que a sua estratégia é escolher a estância tuŕıstica
na praia, S(i) = 1. Para esse turista i, a i-quota de mercado ŜB,i é igual a l− 1 e,
portanto, o valor da utilidade Ui(S) = V (1, l − 1) é dado por

αM (n− l)− θM + ωM + 1(x− αM (n− 1) +A(l − 1)).

No entanto, há pelo menos um turista j tal que a sua estratégia é escolher a estância
tuŕıstica na montanha, S(j) = 0. Para esse turista j, a j-quota de mercado na praia

ŜB,j é igual a l e, portanto, o valor da utilidade Uj(S) = V (0, l) é dado por

αM (n− 1− l)− θM + ωM + 0(x− αM (n− 1) +Al).

Assim S é um equiĺıbrio de Nash desde que

x− αM (n− 1) +Al ≤ 0 ≤ x− αM (n− 1) +A(l − 1).

O que não acontece porque A > 0.
Consideremos agora uma n-estratégia S. Para qualquer turista i, o valor da

utilidade Ui(S) = V (1, n− 1) é dado por

−θM + ωM + 1(x− αM (n− 1) +A(n− 1)).

Assim, o turista i não altera a sua decisão desde que

x− αM (n− 1) +A(n− 1) ≥ 0.

Consideremos agora uma 0-estratégia S. Para qualquer turista j, o valor da
utilidade Uj(S) = V (0, 0) é dado por

αM (n− 1)− θM + ωM + 0(x− αM (n− 1)).

Assim, o turista j não altera a sua decisão desde que

x− αM (n− 1) ≤ 0.

�

No caso em que os turistas não gostam de estar juntos, então só vão todos escolher
a mesma estância tuŕıstica, quando a preferência por essa estância for muito alta.
Caso contrário vão preferir dividir-se entre as duas estâncias.
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Lema 2 (Equiĺıbrios de Nash puros para turistas que não gostam de estar juntos.).
Seja A ≤ 0.

(i) Uma 0-estratégia é um equiĺıbrio de Nash se, e só se, x ∈ (−∞, T (0)].
(ii) Uma n-estratégia é um equiĺıbrio de Nash se, e só se, x ∈ [T ′(n),+∞).

(iii) Uma l-estratégia é um equiĺıbrio de Nash se, e só se, x ∈ [T ′(l), T (l)].

Tendo-se A ≤ 0, se x ∈ R \ ∪n−1l=0 {T (l)} há uma única estratégia pura por parte
dos turistas que é equiĺıbrio de Nash; se x = T (l) então um equiĺıbrio de Nash puro
pode ser tanto uma l-estratégia como uma (l + 1)-estratégia. Aqui a interpretação
pode ser a seguinte: supondo que os turistas todos preferem a estância de praia,
pode acontecer que o tamanho dessa estância não seja suficiente, e assim os turistas
prefiram não estar numa estância demasiado cheia, e portanto escolham a estância
de montanha por ter menos gente. Este efeito é captado tendo o parâmetro A
negativo.

Demonstração. Consideremos uma n-estratégia S. Para qualquer turista i, o valor
da utilidade Ui(S) = V (1, n− 1) é dado por

−θM + ωM + 1(x− αM (n− 1) +A(n− 1)).

Assim, o turista i não altera a sua decisão desde que

x− αM (n− 1) +A(n− 1) ≥ 0.

Consideremos agora uma 0-estratégia S. Para qualquer turista i, o valor da
utilidade Ui(S) = V (0, 0) é dado por

αM (n− 1)− θM + ωM + 0(x− αM (n− 1)).

Assim, o turista i não altera a sua decisão desde que

x− αM (n− 1) ≤ 0.

Por fim, consideremos uma l-estratégia S com l ∈ {1, . . . , n− 1}. Há pelo menos
um turista i tal que a sua estratégia S(i) = 1 é escolher a estância tuŕıstica na

praia. Para o turista i, a i-quota de mercado ŜB,i é igual a l − 1 e, portanto, o
valor da utilidade Ui(S) = V (1, l − 1) é dado por

αM (n− l)− θM + ωM + 1(x− αM (n− 1) +A(l − 1)).

No entanto, há pelo menos um turista j tal que a sua estratégia S(j) = 0 é escolher
a estância tuŕıstica na montanha. Para o turista j, a j-quota de mercado da praia
ŜB,j é igual a l e, portanto, o valor da utilidade Uj(S) = V (0, l) é dado por

αM (n− 1− l)− θM + ωM + 0(x− αM (n− 1) +Al).

Assim S é um equiĺıbrio de Nash desde que

x− αM (n− 1) +Al ≤ 0 ≤ x− αM (n− 1) +A(l − 1).

�
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2.2. Estratégias mistas. Nesta altura, perguntamos se há outros equiĺıbrios de
Nash para além dos equiĺıbrios de Nash em estratégias puras, i.e. equiĺıbrios em que
pelo menos um dos turistas mude de opinião sobre qual das estâncias vai escolher.
Nomeadamente, equiĺıbrios de Nash mistos estritos em que pelo menos um turista
escolhe a estância B com probabilidade 0 < S(i) = pBi < 1 e a estância M com
probabilidade 0 < 1− S(i) = pMi < 1.

Lema 3. Num equiĺıbrio de Nash, dada a estratégia S(i) = pBi do turista i, tem-se
que

0 < pBi < 1⇒ x = αM (n− 1)−AŜi,B .

Como x é o mesmo para todos os turistas, pelo Lema 3, para os turistas a jogar
em probabilidade não inteira, Ŝi,B não pode depender do turista i, ou seja todos
esses turistas terão que jogar com a mesma probabilidade. Assim, num equiĺıbrio
de Nash em estratégias mistas S, todos os turistas a optar por uma probabilidade
não inteira terão que jogar com a mesma probabilidade pS , e portanto SB = l+kpS .

Demonstração. O valor da utilidade Ui(S) = V (pBi , Ŝi,B) é dado por

αM (n− 1− Ŝi,B)− θM + ωM + pBi (x− αM (n− 1) +AŜi,B).

Dada a estratégia 0 < pBi < 1 do turista i, ela é parte dum equiĺıbrio de Nash se,
e só se, para qualquer outra posśıvel estratégia do turista i, a sua utilidade não
aumentar o que implica

x− αM (n− 1) +AŜi,B = 0.

�

Tendo em conta os resultados anteriores, a definição seguinte surge de modo
natural na procura de equiĺıbrios de Nash em estratégias mistas.

Definição 3. Uma (l, k)-estratégia S ∈ S é uma estratégia em que:

(1) l turistas optam pela estância B com probabilidade S(i) = 1;
(2) n− (l+ k) turistas optam pela estância M com probabilidade 1−S(j) = 1;
(3) k ≥ 1 turistas optam pela estância B com probabilidade 0 ≤ S(m) = pS ≤ 1.

Chamamos a pS a (l, k)-probabilidade da estratégia S.

Pelo Lema 3, se uma estratégia S ∈ S é um eqúılibrio de Nash então S é uma
estratégia (l, k). Assim, num equiĺıbrio de Nash, se houver turistas a escolher a
estratégia com probabilidade não inteira (entre 0 e 1), então, todos os turistas que
escolham a estratégia com probabilidade não inteira têm que escolher uma estratégia
com igual probabilidade. Desta forma, limitamos o conjunto de estratégias S que
podem ser eqúılibrios de Nash a um conjunto bem espećıfico de estratégias.

Numa (l, k)-estratégia, as quotas de mercado estão totalmente determinadas,
nomeadamente temos SB = l + kpS e SM = n − SB . Uma (l, k)-estratégia estrita
S ∈ S é uma (l, k)-estratégia com (l, k)-probabilidade 0 < pS < 1. Portanto, l e
(l+k)-estratégias estão contidas nas (l, k)-estratégias, mas não nas (l, k)-estratégias
estritas. Notamos que se uma (l, k)-estratégia S é um equiĺıbrio de Nash para al-
guma preferência relativa com preço x, então todas as (l, k)-estratégias são equiĺıbrio
de Nash para o mesmo x.
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Consideremos uma (l, k)-estratégia estrita S que é um equilibrio de Nash. Um
turista i que opte pela estratégia S(i) = 1 tem valor da utilidade

Ui(S) = −θB + ωB + αB(l − 1 + kpS).

Um turista j que opte pela estratégia S(j) = 0 tem valor da utilidade

Uj(S) = −θM + ωM + αM (n− 1− (l + kpS)).

Um turista m que opte pela estratégia S(m) = pS com 0 < pS < 1 tem valor da
utilidade

Um(S) = −θM + ωM + αM (n− 1− (l + (k − 1)pS)).

O bem-estar da comunidade dos turistas é dado por

W (S) = lUi(S) + (n− l − k)Uj(S) + kUm(S).

Seja A ≤ 0 e considere-se que a (l, k)-estratégia é um equiĺıbrio de Nash.

(i) Se αB ≥ 0, então Ui(S) ≤ Um(S) ≤ Uj(S).
(ii) Se αM ≥ 0, então Uj(S) ≤ Um(S) ≤ Ui(S).

(iii) Se αB < 0 e αM < 0, então quando (1− p−1S )αB ≤ αM

Um(S) ≤ Uj(S) ≤ Ui(S);

e quando αM ≤ (1− p−1S )αB

Um(S) ≤ Ui(S) ≤ Uj(S).

Podemos portanto comparar a felicidade dos turistas que tomam decisões diferen-
tes num equiĺıbrio de Nash. Nomeadamente mostra-se que os turistas que optam
por jogar em probabilidade não são os mais felizes. Se os turistas não gostam
de estar juntos em nenhuma estância, então aqueles que jogam em probabilidade
são os que têm menor utilidade. Se os turistas gostam de estar juntos numa das
estâncias, mas não na outra, então, curiosamente, aqueles que ficam na estância em
que gostam de estar juntos têm menor utilidade.

Teorema 1 (Equiĺıbrios de Nash em estratégias mistas para turistas que gostam
de estar juntos.). Seja A > 0.

(i) Uma estratégia mista estrita é um equiĺıbrio de Nash se, e só se, a estratégia
é do tipo (l, k) = (0, n) e x ∈ (T ′(n), T (0)).

(ii) Têm-se ainda que, o triplo (0, n;x) determina únicamente

SB(0, n;x) = l +
k(x− T (0))

−A(n− 1)
e pS(0, n;x) =

x− T (0)

−A(n− 1)
.

Assim, num equiĺıbrio de Nash em que os turistas gostam de estar uns com os
outros, todos os turistas têm que escolher a mesma estratégia, mesmo quando a
estratégia tem probabilidade não inteira. Mais ainda, para cada estratégia (0, n), a
preferência relativa com preço x determina unicamente a probabilidade pS(0, n;x)
com que os turistas escolhem a estância tuŕıstica na praia e também a quota de
mercado SB(0, n;x) da estância tuŕıstica na praia. Logo, a preferência relativa
com preço x determina únicamente a probabilidade 1 − pS(0, n;x) com que os
turistas escolhem as estância tuŕıstica na montanha e também a quota de mercado
n− SB(0, n;x) da estância tuŕıstica na montanha.
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Figura 1. O fibrado das quotas de mercado da praia para o caso
em que A > 0.

Agora, podemos caracterizar geométricamente aquelas que serão as quotas de
mercado esperadas pelas estâncias tuŕısticas no caso em que os turistas gostam de
estar juntos. As fibras horizontais HB

0 e HB
n e a fibra obĺıqua OB

0,n são dadas por

HB
0 = {(x, 0) : x ≤ T (0)} e HB

n = {(x, n) : x ≥ T ′(n)}.
A fibra obĺıqua OB

0,n,A, para A > 0, é dada por

OB
0,n,A = {(x, SB(0, n;x)) : T ′(n) ≤ x ≤ T (0)}.

Se A > 0, o fibrado das quotas de mercado para a praia FB
A é dado por

FB
A = HB

0 ∪HB
n ∪ OB

0,n,A.

O fibrado das quotas de mercado da montanha FM
A é o conjunto de todos os pontos

(x, y) ∈ R2 com a propriedade que (x, n− y) ∈ FB
A .

Seja N(T ;x) o conjunto de todas as estratégias dos turistas que são equiĺıbrio
de Nash para alguma preferência relativa com preço x.

Corolário 1 (Geometria dos equiĺıbrios de Nash). Seja A > 0. Há uma corres-
pondência bem definida entre estratégias Nash e o fibrado das quotas de mercado
para a praia

S ∈ N(T ;x)⇔ (x, SB) ∈ FB
A

com as seguintes propriedades:

(i) Uma l-estratégia S é um equiĺıbrio (x, SB) ∈ HB
l , para l ∈ {0, n}.
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(ii) Uma (0, n)-estratégia S é um equiĺıbrio de Nash se, e só se, (x, SB) ∈ OB
0,n,A.

Assim, temos uma interpretação geométrica das quotas de mercado em função
da preferência relativa com preço x que é útil para as estâncias tuŕısticas decidirem
quais os preços que devem praticar. Na figura 1 é ilustrado o fibrado das quotas de
mercado para o caso A > 0.

Demonstração do Teorema 1. Consideremos uma (l, k)-estratégia S em que o turista

i opta pela estratégia S(i) = pS com 0 < pS < 1. Assim Ŝi,B = l+(k−1)pS , donde
o valor da utilidade Ui(S) = V (pS , l + (k − 1)pS) é dado por

−θM + ωM + αM (n− 1− (l+ (k− 1)pS)) + pS(x− αM (n− 1) +A(l+ (k− 1)pS)).

Pelo Lema 3, temos que

x− αM (n− 1) +A(l + (k − 1)pS) = 0.

Assim, a (0, n)-estratégia S é um equiĺıbrio de Nash quando

x− αM (n− 1) +A(n− 1)pS = 0.

Por outro lado, suponhamos que há um turista i tal que a sua estratégia S(i) = 1
é escolher a estância tuŕıstica na praia. Para o turista i, a i-quota de mercado na
praia é ŜB,i = (l− 1) + kpS e, portanto, o valor da utilidade Ui(S) = V (1, (l− 1) +
kpS) é dado por

−θM + ωM + αM (n− 1− ((l − 1) + kpS)) + 1(x− αM (n− 1) +A((l − 1) + kpS)).

Donde,

x− αM (n− 1) +A((l − 1) + kpS) ≥ 0 = x− αM (n− 1) +A(l + (k − 1)pS).

O que é imposśıvel para A > 0.
Suponhamos agora que há um turista j tal que a sua estratégia S(j) = 0 é

escolher a estância tuŕıstica na montanha. Para o turista j, a j-quota de mercado
na praia é ŜB,j = l+ kpS e, portanto, o valor da utilidade Uj(S) = V (0, l+ kpS) é
dado por

−θM + ωM + αM (n− 1− (l + kpS)) + 0(x− αM (n− 1) +A(l + kpS)).

Donde,

x− αM (n− 1) +A(l + kpS) ≤ 0 = x− αM (n− 1) +A(l + (k − 1)pS).

O que também é imposśıvel quando A > 0. �

Teorema 2 (Equiĺıbrios de Nash em estratégias mistas para turistas que não gos-
tam de estar juntos.). Seja A < 0.

(i) Os equiĺıbrios de Nash mistos são a união de todas as (l, k)-estratégias que
são equiĺıbrios de Nash.

(ii) Uma (l, k)-estratégia é um equiĺıbrio de Nash misto se, e só se, x ∈ [T (l), T ′(l+
k)].

(iii) Têm-se ainda que, o triplo (l, k;x) determina únicamente

SB(l, k;x) = l +
k(x− T (l))

−A(k − 1)
e pS(l, k;x) =

x− T (l)

−A(k − 1)
.
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Assim, quando os turistas não gostam de estar uns com os outros, todas as
estratégias do tipo (l, k) são equiĺıbrios de Nash para alguns valores da preferência
relativa com preço x. Mais ainda, para cada estratégia (l, k), a preferência relativa
com preço x determina únicamente a probabilidade pS(l, k;x) com que os turistas
escolhem a estância tuŕıstica da praia e a quota de mercado SB(l, k;x) da estância
tuŕıstica na praia. Logo, a preferência relativa com preço x determina também
únicamente a probabilidade 1− pS(l, k;x) com que os turistas escolhem as estância
tuŕıstica na montanha e a quota de mercado n−SB(l, k;x) da estância tuŕıstica na
montanha.

Podemos agora caracterizar geométricamente aquelas que serão as quotas de
mercado esperadas pelas estâncias tuŕısticas, no caso em que os turistas não gostam
de estar juntos. As fibras horizontais HB

l , para l ∈ {1, . . . , n− 1} são

HB
l = {(x, l) : T ′(l) ≤ x ≤ T (l)}.

A fibra global horizontal é HB
A =

⋃n
l=0HB

l . As fibras verticais VB
l são

VB
l = {(T (l), y) : l ≤ y ≤ l + 1}.

A fibra global vertical é VB
A =

⋃n
l VB

l . As fibras obĺıquas OB
l,k,A, para A < 0, são

OB
l,k,A = {(x, SB(l, k;x)) : T (l) ≤ x ≤ T ′(l + k)}.

A fibra global obĺıqua é OB
A =

⋃
l,k≤nOB

l,k,A. Se A < 0, o fibrado das quotas de

mercado da praia FB
A é

FB
A = HB

A ∪ VB
A ∪ OB

A .

O fibrado das quotas de mercado da montanha FM
A é o conjunto de todos os pontos

(x, y) ∈ R2 com a propriedade que (x, n− y) ∈ FB
A .

Corolário 2 (Geometria dos equiĺıbrios de Nash). Seja A < 0. Há uma corres-
pondência bem definida entre estratégias Nash e o fibrado das quotas de mercado
para a praia

S ∈ N(T ;x)⇔ (x, SB) ∈ FB
A

com as seguintes propriedades:

(i) Uma l-estratégia S é um equiĺıbrio (x, SB) ∈ HB
l .

(ii) Uma (l, 1)-estratégia S é um equiĺıbrio de Nash se, e só se, (x, SB) ∈ VB
l .

(iii) Uma (l, k)-estratégia S é um equiĺıbrio de Nash se, e só se, (x, SB) ∈ OB
l,k,A

com k ≥ 2.

Assim, temos uma interpretação geométrica das quotas de mercado em função
da preferência relativa com preço x, que é útil para as estâncias tuŕısticas decidirem
quais os preços que devem praticar. Na figura 2 é ilustrado o fibrado das quotas de
mercado para o caso A < 0, com n = 6 turistas.

O segmento de recta obĺıquo OB
l,k começa no canto (T (l), yl,k(T (l))) formado pela

extremidade do lado direito do segmento de recta horizontal HB
l e pela extremidade

de baixo do segmento de recta vertical V B
l . O segmento de recta obĺıquo OB

l,k acaba

no canto (T ′(l+k), yl,k(T ′(l+k))) formado pela extremidade esquerda do segmento
de recta horizontal HB

l+k e pela extremidade do topo do segmento de recta vertical

V B
l+k. Cada segmento de recta obĺıquo OB

l,k intersecta o interior dos segmentos

de recta horizontais HB
l+j e o interior dos segmentos de recta verticais V B

l+j onde
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Figura 2. O fibrado das quotas de mercado da praia para o caso
em que A < 0 e existem n = 6 turistas.

1 ≤ j ≤ k− 1. Se l < l′ e l+ k < l′ + k′ então os segmentos de recta obĺıquo OB
l,k e

OB
l′,k′ não se intersectam e OB

l,k está do lado esquerdo de OB
l′,k′ .

Se l′ ≤ l e k′ ≤ k então os segmentos de recta obĺıquos OB
l,k e OB

l′,k′ intersectam-se
no ponto

(x(l, k; l′, k′), y(l, k; l′, k′)) ∈ [T (l), T ′(l′ + k′)]× [l, l′ + k′]

dado por

x(l, k; l′, k′) =
−A(k − 1)(l − l′)

(k′ − k)
+ T (l) e y(l, k; l′, k′) = l +

k(l− l′)

(k′ − k)
.

Antes do ponto de intersecção, OB
l,k está do lado direito de OB

l′,k′ , e depois do ponto

de intersecção, OB
l,k está do lado esquerdo de OB

l′,k′ .

Demonstração do Teorema 2. Consideremos uma (l, k)-estratégia S em que o turista

i opta pela estratégia S(i) = pS com 0 < pS < 1. Assim Ŝi,B = l+(k−1)pS , donde
o valor da utilidade Ui(S) = V (pBi , l + (k − 1)pS) é dado por

−θM + ωM + αM (n− 1− (l+ (k− 1)pS)) + pS(x− αM (n− 1) +A(l+ (k− 1)pS)).

Pelo Lema 3, temos que S é parte de um Nash se

x− αM (n− 1) +A(l + (k − 1)pS) = 0.
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Suponhamos que há um turista i tal que a sua estratégia S(i) = 1 é escolher a
estância tuŕıstica na praia. Para o turista i, a i-quota de mercado na praia é
ŜB,i = (l− 1) + kpS , e portanto, o valor da utilidade Ui(S) = V (1, (l− 1) + kpS) é
dado por

−θM + ωM + αM (n− 1− ((l − 1) + kpS)) + 1(x− αM (n− 1) +A((l − 1) + kpS)).

Donde,

x− αM (n− 1) +A((l − 1) + kpS) ≥ 0 = x− αM (n− 1) +A(l + (k − 1)pS).

O que acontece.
Suponhamos que há um turista j tal que a sua estratégia S(j) = 0 é escolher a

estância tuŕıstica na montanha. Para o turista j, a j-quota de mercado na praia é
ŜB,j = l + kpS , e portanto, o valor da utilidade Uj(S) = V (0, l + kpS) é dado por

−θM + ωM + αM (n− 1− (l + kpS)) + 0(x− αM (n− 1) +A(l + kpS)).

Donde,

x− αM (n− 1) +A(l + kpS) ≤ 0 = x− αM (n− 1) +A(l + (k − 1)pS).

O que acontece.
Assim, a (l, k)-estratégia estrita S é um equiĺıbrio de Nash quando

x− αM (n− 1) +A(l + (k − 1)pS) = 0.

�

3. Conclusões

Modelamos a influência das decisões individuais num mercado competitivo, usan-
do o exemplo ilustrativo da alocação de turistas num mercado com duas estâncias
tuŕısticas alternativas. Dados os preços praticados num mercado e as preferências
dos indiv́ıduos, encontramos todas as combinações de escolhas dos indiv́ıduos for-
mando estratégias que são equiĺıbrios de Nash. Mostramos ainda que estes equiĺıbrios
nem sempre são únicos e que equiĺıbrios em estratégias puras existem sempre.
Por outro lado, estudamos a dependência das quotas de mercado com respeito
ao parâmetro de influência que representa a maneira como os indiv́ıduos se relacio-
nam, i. e. se gostam, ou não, de estar na presença uns dos outros. Provamos ainda
que mesmo com homogeneidade ex-ante dos indiv́ıduos é posśıvel obter heteroge-
neidade ex-post nas escolhas e formar um mercado não-monopolista. No entanto,
em estratégias puras, uma situação em que não exista monópolio depende dos in-
div́ıduos não gostarem de estar na presença uns dos outros, o que se pode dever
a vários factores. Assim, perante um ataque agressivo de um produto com um
preço baixo, se houver um outro produto que tenha qualidade acrescida e que seja
considerado pelos indiv́ıduos um bem comum, portanto trazendo-lhes felificidade
acrescida quando partilham a sua escolha, este produto acabará por ser o escolhido
pelos indiv́ıduos.
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