INFLUENCIA DAS DECISOES INDIVIDUAIS NUM MERCADO
COMPETITIVO
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At a time where the word markets is engraved in the everyday american life,
and exerts an undeniable influence over our individual and collective decisions, it
is natural to pose the reverse question: what is the impact, or repercussion, of our
individual decisions in a competitive market?

Numa altura em que a palavra mercados marca o quotidiano portugués, e exerce
uma influéncia inquestiondvel sobre as nossas decisoes individuais e colectivas, é
natural invertermos a questao: qual a influéncia ou repercussao das nossas decisoes
individuais num mercado competitivo?

Claro esté, que perceber decisoes individuais pressupoe entender as idiosincrasias
associadas a cada individuo, as suas preferéncias, as limitagoes associadas ao seu
acesso a informacdo, as condicbes subjacentes ao processo de tomada de decisdo,
sejam elas econémicas, sociais, ou outras. Naturalmente, nao temos neste trabalho
a presuncao de dar uma resposta contundente a questao colocada. Mas, fazendo um
exercicio puramente matematico, podemos pensar no seguinte: se fossemos todos
exactamente iguais, perante o mesmo conjunto de alternativas e tendo a mesma
informacao, tomariamos todos a mesma decisao? Pretendemos com o modelo em
teoria dos jogos aqui apresentado, captar a influéncia das nossas decisoes, ou es-
colhas, sobre as decisoes dos outros e por sua vez mostrar o efeito provocado num
mercado que vende essas alternativas. Mostraremos que a heterogeneidade asso-
ciada a um conjunto de individuos num processo de decisao, nao é crucial para
uma heterogeneidade de decises ou estratégias. Antes, uma relacdo negativa en-
tre esses mesmos individuos basta para criar diversidade nas escolhas finais. Se
essa escolha for entre véarios produtos vendidos em alternativa, entdao dai resulta
que o facto de todos os individuos terem as mesmas preferéncias e estarem nas
mesmas condigoes, nao leva necessariamente a uma situagao de monépolio, o que
poderia ser expectavel. Por outro lado, se a relagao entre os individuos for positiva,
entao o efeito desta influéncia leva a situagoes em que os individuos tomam todos
a mesma decisdo, embora individualmente possam todos ter preferéncia por uma
outra decisao, levando a uma situagao de monopdlio.

Para criar um modelo sécio-econémico que capte estes fenémenos de interagao
entre individuos num mercado, Defesa, Faias e Pinto em [6] utilizaram os conceitos
de crowding type e taste type introduzidos por Cownley and Wooders (por exemplo
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em [7]). Reflectem estes conceitos formas de agrupar pessoas, explorando a dico-
tomia gostos pessoais/caracteristicas observéveis. Por exemplo, podemos agrupar
pessoas de acordo com a sua faixa etaria, considerando-se esta uma caracteristica
observavel, ou segundo a sua preferéncia, ou gosto, musical, por exemplo, se gos-
tam de jazz, rock, etc... Posteriormente, seguindo a mesma linha de pensamento,
Almeida, Cruz, Ferreira e Pinto (em [1]) desenvolveram um modelo que permite
relacionar teoria de jogos com o campo da psicologia social por meio das teorias do
Comportamento Planeado ou Acgdo Racional, desenvolvida nos trabalhos de Ajzen,
Baker, entre outros (ver por exemplo [3, 4]). Neste modelo, o conceito de equilibrio
de Nash Bayesiano é proposto como um mecanismo, dos muitos possiveis, por tras
da transformacao de intengoes humanas em comportamentos. Mousa, Oliveira,
Pinto e Soeiro em [11] apresentaram uma versao simplificada do modelo introdu-
zido em [6] que consiste numa versao envolvendo dois grupos de individuos perante
uma mesma decisao dicotémica, estudaram a possibilidade dos individuos toma-
rem uma decisao em probabilidade e fizeram uma andlise da evolugao dinamica ao
longo do tempo, das decisées. Aqui adaptamos alguns resultados obtidos em [11] a
uma versao simplificada do modelo de escolha em turismo introduzido em [6], para
explorarmos o impacto que as relagbes num grupo de pares tém sobre a procura
por um determinado produto.

1. O MODELO

Descreveremos um modelo em teoria de jogos onde um grupo de individuos tem
de escolher uma de duas alternativas, alternativas essas que podem ser referentes
a um produto ou servigo, e portanto ter um prego associado. A preferéncia dos
individuos pelas alternativas, a relacao entre os jogadores e preco das alternativas,
sdo os factores preponderantes para decisao dos individuos neste modelo.

Por ser um exemplo esclarecedor, inspirados em [6], consideraremos que o grupo
de individuos é um grupo de turistas que tem de escolher entre passar férias numa
estancia de praia ou de montanha. Sabendo os pregos praticados por cada uma
dessas duas estancias, a escolha de cada turista é individual e depende, nao sé
dos precos, mas também de quanto gosta de cada uma das estancias, e por fim de
quanto gosta de estar com outros turistas em cada uma das estancias.

Consideremos entao um conjunto de n turistas, portanto, com n € N. Defini-
mos o conjunto dos turistas como T = {1,...,n}. Suponhamos que existem duas
estancias turisticas, uma esténcia turistica na Praia, a estancia B (do inglés Beach)
e uma estancia turistica na Montanha, a estancia M. Sendo assim, um turista i € T
tem que escolher um elemento do conjunto E = {B, M}.

Os parametros que influenciam a escolha de cada turista sao os seguintes:

fr - o prego praticado pela estancia FE;
wg - quanto um turista gosta ou nao da estancia F;
ap - quanto um turista gosta ou nao de estar com outro turista na estancia F.

Vamos agora, usando estes parametros, definir as varidveis que representam as
preferéncias relativas dos turistas, com e sem a influéncia do prego praticado pelas
estancias. Assim, definimos a preferéncia relativa sem preco rp = wp — wyr, cuja
interpretagao é a seguinte: se xp > 0 os turistas preferem a estancia de praia; se
xp < 0, os turistas preferem a estancia de montanha; se xp = 0, os turistas nao
tém preferéncia por nenhuma estancia. Definimos ainda a preferéncia relativa com
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preco, onde se acrescenta a diferenga de preco a interpretagao anterior
r=0 —0g+xF.

Crucial neste modelo sao os parametros ap e aps. Estes sdo os parametros res-
ponsaveis por captar o efeito que as escolhas de uns tém sobre as escolhas dos
outros. Mais importante serd a relacao entre os dois parametros. Definimos

A=apg+ay

e dizemos que os turistas gostam de estar juntos se A > 0, e que os turistas ndo
gostam de estar juntos se A < 0.

Descrevemos as escolhas dos turistas através dum mapa estratégico S : T — [0, 1]
que associa a cada turista ¢ a sua escolha, em probabilidade. Nomeadamente, um
turista escolhe a estancia B com probabilidade S(i) = pP e a estancia M com
probabilidade 1 — S(i) = pM. O conjunto de todas as estratégias possiveis dos
turistas é dado por,

S={(l s, ...pP)eR :0<pP <1, ieT}.

A quota de mercado da estancia turistica na praia Sp = ), . S(i) é dada pela
soma das probabilidades com que os turistas escolhem estancia turistica na praia e,
analogamente, a quota de mercado da estancia turistica na montanha Sy; = n—Sp é
dada pela soma das probabilidades com que os turistas escolhem a estancia turistica
na montanha. Para analisar qual a repercurssao quando um tunico turista ¢ decide
mudar a sua decisao, introduzimos aquilo a que chamamos i-quotas de mercado.
Nesse sentido, ¢-quota de mercado da estancia turistica na praia S'Bﬂ- = Sp —5(i)
é dada pela sua quota de mercado menos o peso da escolha do turista i. Da
mesma forma, a i-quota de mercado da estancia turistica na montanha S M =
Sy — (1 — S(i)) é dada pela sua quota de mercado menos o peso da escolha do
turista 4. Assim, se s6 o individuo i alterar a sua decisdo S(i), as i-quotas de
mercado S B € S M,i permanecem constante.

Assumimos que um turista tem por objectivo fazer a escolha que lhe trard maior
felicidade. Na terminologia de teoria dos jogos, dizemos que os turistas procuram
escolher a estancia que maximiza a sua fungao de utilidade. Podemos agora definir
para cada turista ¢ € T, a sua fungao de utilidade U; : S — R, dada por,

UZ(S) = Z pf(—eE + wgr + OLES'EJ-).
E€E
Notamos que para cada turista ¢ € T, a parcela pessoal
piB(_eB +wp) -Hin(—eM +war)
da sua utilidade U;(S) corresponde & utilidade que o turista teria se os outros
turistas nao influenciassem a sua felicidade. A parcela social
pPapSpi +p!anSari

da sua utilidade U;(S) indica a influéncia exacta dos outros na sua felicidade.

Um conceito importante em teoria de jogos é o de bem-estar social. Aqui, sendo
que os turistas sao indistinguiveis, é natural considerar que o bem-estar da comu-
nidade dos turistas W(.S) consiste na soma das utilidades de todos os turistas

W(S) =Y Ui(S).

i€T
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Seja V : [0,1] x [0,n] = R a funcdo auxiliar dada por
V(p,8) = an(n—1—8) = Orr +war + plz — apr(n — 1) + AS).

Para calcular o valor da utilidade U;(S) do turista ¢ € T, notamos que as tnicas
informagdes que precisamos saber sobre a estratégia S é a probabilidade p? e a
i-quota de mercado S’El Mais ainda, podemos re-escrever o valor da utilidade
U;(S) da seguinte forma

Ui(S) = V(pP, Sp.i)-

Estamos agora em condicoes de definir o que é um equilibrio de Nash deste jogo,
que é um dos conceitos fundamentais de teoria dos jogos.

Definigao 1. A estratégia S* : T — R € um equilibrio de Nash se
Ui(5™) = Ui(9)

para cada turista i € T e para cada estratégia S € S, com a propriedade S*(j) =
S(j) para cada turista j € T\ {i}.

Portanto, uma vez feitas as escolhas de todos os turistas, esse conjunto de esco-
lhas é um equilibrio de Nash se nenhum turista melhorar ao mudar unilateralmente
a sua decisao.

Até este momento nao mencionamos o ponto de vista das estancias neste jogo,
essa discussao levar-nos-ia a outros conceitos, que fogem ao ambito deste trabalho
(para tal ver [14]). No entanto, notamos que ao caracterizar as estratégias que sao
equilibrios de Nash para os turistas, estaremos a caracterizar completamente, para
cada estancia, as quotas de mercado esperadas pressupondo escolhas racionais por
parte dos turistas. Racionais no sentido de cada turista fazer a melhor escolha em
termos da sua utilidade, ou felicidade, dadas as escolhas dos outros e os precos
praticados pelas estancias turisticas.

2. EQUILIBRIOS DE NASH

Dadas as preferéncias dos turistas wg e ag, iremos estudar, para cada par de
precos (05, 0r), as estratégias que sao equilibrios de Nash do jogo. Lembramos que
um equilibrio de Nash pressupoe que cada turista sé6 muda a sua estratégia se ao
mudar aumentar a sua utilidade. Assim, ndo se permite que um turista se coligue
com outros, de forma que, ao alterarem a sua estratégia conjunta, aumentem a sua
utilidade. O estudo do efeito de coligagoes é feito noutro trabalho (ver por exemplo

[8])-

2.1. Estratégias puras. Diz-se que uma estratégia é pura se os turistas escolhem
uma das estancias com probabilidade 1, ou seja, p? = 1 ou pM = 1, e portanto,
os turistas optam exclusivamente por uma das estancias. Relembrando que os tu-
ristas sao indistinguiveis, a definicao seguinte permite identificar, e posteriormente
caracterizar, estratégias puras dos turistas.

Definicao 2 (l-estratégia). Sejal € {0,1,...,n}. Uma l-estratégia S € S € uma
estratégia em que:

(i) 1 turistas escolhem a estancia B com probabilidade S(i) = pP = 1;
(it) n —1 turistas escolhem a estincia M com probabilidade 1 — S(j) = p} = 1.
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Portanto, numa l-estratégia a quota de mercado para a praia é Sgp =1 e para a
montanha é Sy =n —[.

Os equilibrios de Nash em estratégias puras sdo a uniao de todas as [-estratégias
que sao equilibrios de Nash. Note-se que se uma [-estratégia S é um equilibrio de
Nash para alguma preferéncia relativa com prego x, entao todas as l-estratégias sao
equilibrios de Nash para o mesmo x.

Dada uma n-estratégia S, para qualquer turista ¢, o valor da sua utilidade é dado
por

Uz(S) =—0g+wp+ OéB(’I’L — 1).
O bem-estar da comunidade dos turistas é dado por W (.S) = nU;(S5).

Dada uma 0O-estratégia S, para qualquer turista j, o valor da sua utilidade é
dado por

UJ(S) = —Op +wp + aM(n — 1)
O bem-estar da comunidade dos turistas é dado por W (S) = nU;(S).

Consideremos uma l-estratégia S com [ € {1,...,n — 1}. Um turista i com
estratégia S(i) = 1 tem utilidade

UZ(S) = —0p+wp+ aB(l — 1).
Um turista j com estratégia S(j) = 0 tem utilidade
UJ(S) = -0y +wy +apyn—10-1).

O bem-estar da comunidade dos turistas neste caso é dado por W (S) = IU;(S) +
(n = DU;(9).

Seja A < 0 e considere-se que a [-estratégia é um equilibrio de Nash. Se ap < ajy
U;(S) < Ui(S);

ese ay < ap
Ui(S) < U;(5).

Podemos portanto comparar a felicidade dos turistas que tomam decisoes diferentes
num equilibrio de Nash. Curiosamente, os turistas que ficam na estancia em que
gostam menos de estar juntos tém maior utilidade.

Seja T'(1) o limiar de preferéncia relativa dado por

T()=—-Al+ ap(n—1)
e seja T'(1) o limiar auziliar de preferéncia relativa dado por
T')=T(1-1).

Os préximos resultados caracterizam os equilibrios de Nash, recorrendo aos limiares
definidos antes e distinguindo os casos em que turistas gostam ou nao de estar
juntos, o que, relembrando, depende do pardmetro A ser positivo ou negativo.

No caso em que os turistas gostam de estar juntos, entao vao todos escolher a
mesma estancia turistica. Se ndo houver uma preferéncia muito forte por uma das
estancias, entao a vontade de estar juntos pode mesmo sobrepor-se as suas préprias
preferéncias, e ai teremos dois equilibrios possiveis. Um em que os individuos
tomam todos a mesma decisao, que vai de encontro as suas préprias preferéncias, e
outro onde tomam todos a mesma decisao, apesar de individualmente terem todos
preferéncia pela outra estancia.
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Lema 1 (Equilibrios de Nash em estratégias puras para turistas que gostam de
estar juntos.). Seja A > 0. Uma l-estratégia é um equilibrio de Nash se, e so se,
l=0oul=n. Tém-se ainda que,

(i) se uma 0-estratégia € um equilibrio de Nash, entdo x € (—oo, T(0)];

(i) se uma n-estratégia é um equilibrio de Nash, entdo x € [T'(n),+00).

No caso de A > 0 temos que T’'(n) < T(0), e portanto, se © € [T'(n), T(0)]
um equilibrio de Nash em estratégias puras pode ser uma 0-estratégia ou uma n-
estratégia. Portanto, quando x < T’(n) os turistas preferem sempre estar juntos na
estancia de montanha, levando assim a estancia da praia & faléncia. Se z > T'(0) os
turistas preferem sempre estar juntos na estancia de praia, levando assim a estancia
da montanha & faléncia. Se x € [T'(n), T(0)] entao os turistas tém preferéncia por
estar juntos, independentemente da estancia. Existem portanto dois equilibrios, os
monopdlios de cada uma das estancias. Note-se que os turistas podem inclusivé
todos escolher uma estancia, embora possam todos preferir a outra.

Demonstragao. Consideremos uma l-estratégia S com [ € {1,...,n — 1}. Assim,
héa pelo menos um turista ¢ tal que a sua estratégia é escolher a estancia turistica
na praia, S(7) = 1. Para esse turista 4, a i-quota de mercado S’B7i éigualal—1e,
portanto, o valor da utilidade U;(S) = V(1,1 — 1) é dado por

apy(n—1)—0p +wy + 1(x—apy(n—1)+ Al - 1)).

No entanto, ha pelo menos um turista j tal que a sua estratégia é escolher a estancia
turistica na montanha, S(j) = 0. Para esse turista j, a j-quota de mercado na praia
Sp,j é igual a l e, portanto, o valor da utilidade U;(S) = V(0,1) é dado por

apy(n—1=1)—0p +wy +0(x —ap(n—1)+ Al).
Assim S é um equilibrio de Nash desde que
r—oayn—1)+Al<0<z—ayn—1)+Al-1).

O que nao acontece porque A > 0.

Consideremos agora uma n-estratégia S. Para qualquer turista i, o valor da
utilidade U;(S) = V(1,n — 1) é dado por

—0r +wnr + 1z —ap(n—1) 4+ A(n — 1)).
Assim, o turista i nao altera a sua decisdo desde que
x—apymn—1)4+An—-1)>0.

Consideremos agora uma 0-estratégia S. Para qualquer turista j, o valor da
utilidade U;(S) = V(0,0) é dado por

ap(n—1) =0 +war + 0(x — aps(n —1)).
Assim, o turista j nao altera a sua decisao desde que
x—ap(n—1) <0.

O

No caso em que os turistas nao gostam de estar juntos, entao sé vao todos escolher
a mesma estancia turistica, quando a preferéncia por essa estancia for muito alta.
Caso contrario vao preferir dividir-se entre as duas esténcias.
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Lema 2 (Equilibrios de Nash puros para turistas que nao gostam de estar juntos.).
Seja A < 0.

(i) Uma 0-estratégia é um equilibrio de Nash se, e s6 se, x € (—oo,T(0)].
(i) Uma n-estratégia é um equilibrio de Nash se, e sé se, x € [T"(n), +00).
(i1i) Uma l-estratégia é um equilibrio de Nash se, e sé se, x € [T'(1),T(1)].

Tendo-se A <0, se z € R\ U '{T'(1)} hd uma tnica estratégia pura por parte
dos turistas que é equilibrio de Nash; se x = T'(I) entdo um equilibrio de Nash puro
pode ser tanto uma [-estratégia como uma (I + 1)-estratégia. Aqui a interpretagao
pode ser a seguinte: supondo que os turistas todos preferem a estancia de praia,
pode acontecer que o tamanho dessa estancia nao seja suficiente, e assim os turistas
prefiram néo estar numa estancia demasiado cheia, e portanto escolham a estancia
de montanha por ter menos gente. Este efeito é captado tendo o parametro A
negativo.

Demonstracao. Consideremos uma n-estratégia S. Para qualquer turista ¢, o valor
da utilidade U;(S) = V(1,n — 1) é dado por

—0r +wpnr + 1z —apr(n— 1) + A(n — 1)).
Assim, o turista ¢ ndo altera a sua decisdo desde que
z—apyn—1)+An-1)>0.

Consideremos agora uma 0O-estratégia S. Para qualquer turista ¢, o valor da
utilidade U;(S) = V(0,0) é dado por

ap(n—1) =0y +wir + 0(x — apnr(n —1)).
Assim, o turista i nao altera a sua decisao desde que
x—apy(n—1)<0.

Por fim, consideremos uma l-estratégia S com [ € {1,...,n—1}. H4 pelo menos
um turista ¢ tal que a sua estratégia S(i) = 1 é escolher a estancia turistica na

praia. Para o turista ¢, a i-quota de mercado S’Bﬂ- é igual a [ — 1 e, portanto, o
valor da utilidade U;(S) = V(1,1 — 1) é dado por

ap(n—10) =0y +wy +1(xz—ayn—1)+ Al -1)).

No entanto, hé pelo menos um turista j tal que a sua estratégia S(j) = 0 é escolher
a estancia turistica na montanha. Para o turista j, a j-quota de mercado da praia
Sp,; € igual a l e, portanto, o valor da utilidade U;(S) = V(0,1) é dado por

apy(n—1—1)—0p +wy +0(z — an(n—1) + Al).
Assim S é um equilibrio de Nash desde que

xr—ayn—1)+Al<0<z—ayn—1)+ Al -1).
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2.2. Estratégias mistas. Nesta altura, perguntamos se ha outros equilibrios de
Nash para além dos equilibrios de Nash em estratégias puras, i.e. equilibrios em que
pelo menos um dos turistas mude de opiniao sobre qual das estancias vai escolher.
Nomeadamente, equilibrios de Nash mistos estritos em que pelo menos um turista
escolhe a estancia B com probabilidade 0 < S(i) = p? < 1 e a estancia M com
probabilidade 0 < 1 — S(i) = pM < 1.

Lema 3. Num equilibrio de Nash, dada a estratégia S(i) = pP do turista i, tem-se
que
0<pP <i=az=au(n—1)—AS; 5.

Como z é o mesmo para todos os turistas, pelo Lema 3, para os turistas a jogar
em probabilidade nao inteira, SV,»’ B nao pode depender do turista ¢, ou seja todos
esses turistas terdo que jogar com a mesma probabilidade. Assim, num equilibrio
de Nash em estratégias mistas S, todos os turistas a optar por uma probabilidade
nao inteira terdo que jogar com a mesma probabilidade pg, e portanto Sg = [+ kpgs.

Demonstragio. O valor da utilidade U;(S) = V(pP, Si ) é dado por
apr(n —1—=8;5) — 0 +wnr + pP(x — ap(n—1) + AS; p).

Dada a estratégia 0 < pP < 1 do turista 4, ela é parte dum equilibrio de Nash se,
e s se, para qualquer outra possivel estratégia do turista i, a sua utilidade nao
aumentar o que implica

x —aM(n— 1) +AS1"B =0.
[

Tendo em conta os resultados anteriores, a definicdo seguinte surge de modo
natural na procura de equilibrios de Nash em estratégias mistas.

Definicao 3. Uma (I, k)-estratégia S € S € uma estratégia em que:

(1) 1 turistas optam pela estancia B com probabilidade S(i) = 1;
(2) n— (4 k) turistas optam pela estancia M com probabilidade 1 — S(j) = 1;
(3) k > 1 turistas optam pela estancia B com probabilidade 0 < S(m) = pg < 1.

Chamamos a ps a (I, k)-probabilidade da estratégia S.

Pelo Lema 3, se uma estratégia S € S é um equilibrio de Nash entao S é uma
estratégia (I, k). Assim, num equilibrio de Nash, se houver turistas a escolher a
estratégia com probabilidade nao inteira (entre 0 e 1), entdo, todos os turistas que
escolham a estratégia com probabilidade nao inteira tém que escolher uma estratégia
com igual probabilidade. Desta forma, limitamos o conjunto de estratégias S que
podem ser equilibrios de Nash a um conjunto bem especifico de estratégias.

Numa (I, k)-estratégia, as quotas de mercado estdo totalmente determinadas,
nomeadamente temos Sp =1+ kps e Sy = n — Sp. Uma (I, k)-estratégia estrita
S € S é uma (I, k)-estratégia com (I, k)-probabilidade 0 < pg < 1. Portanto, [ e
(I+k)-estratégias estao contidas nas (I, k)-estratégias, mas nao nas (I, k)-estratégias
estritas. Notamos que se uma (I, k)-estratégia S é um equilibrio de Nash para al-
guma preferéncia relativa com prego x, entao todas as (I, k)-estratégias sdo equilibrio
de Nash para o mesmo .
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Consideremos uma (I, k)-estratégia estrita S que é um equilibrio de Nash. Um
turista ¢ que opte pela estratégia S(i) = 1 tem valor da utilidade

UZ(S) = —0g+wp+ aB(l -1+ kps).
Um turista j que opte pela estratégia S(j) = 0 tem valor da utilidade
UJ(S) = —0Op +wp + aM(n —1- (l + k‘ps)).

Um turista m que opte pela estratégia S(m) = ps com 0 < pg < 1 tem valor da
utilidade

Un(S)=—0m +wn +apu(n—1—(+ (k—1)ps)).
O bem-estar da comunidade dos turistas é dado por
W(S) =1U;(S)+ (n—1—k)U;(S) + kU (S).
Seja A < 0 e considere-se que a (I, k)-estratégia é um equilibrio de Nash.
(i) Se ap >0, entao U;(S) < Un(S) < U;(S).

(i) Se ap >0, entdo U;(S) < Upn(S) < Ui (S).
(iii) Se ap < 0 e ap < 0, entdao quando (1 —pgl)aB <auy

Un(S) < U;(S) < Ui(S);
e quando ajs < (1 fpgl)ozB
Un(S) < Ui(S) < U;(9).

Podemos portanto comparar a felicidade dos turistas que tomam decisoes diferen-
tes num equilibrio de Nash. Nomeadamente mostra-se que os turistas que optam
por jogar em probabilidade ndo sdo os mais felizes. Se os turistas nao gostam
de estar juntos em nenhuma estancia, entao aqueles que jogam em probabilidade
sao os que tém menor utilidade. Se os turistas gostam de estar juntos numa das
estancias, mas nao na outra, entao, curiosamente, aqueles que ficam na estancia em
que gostam de estar juntos tém menor utilidade.

Teorema 1 (Equilibrios de Nash em estratégias mistas para turistas que gostam
de estar juntos.). Seja A > 0.

(i) Uma estratégia mista estrita é um equilibrio de Nash se, e sd se, a estratégia
¢ do tipo (I,k) = (0,n) ex € (T'(n),T(0)).
(i) Tém-se ainda que, o triplo (0,n;x) determina unicamente

k(z — T(0)) z —T(0)

Sp(0,n;z) =1+ “A(n—1) y Tr—

eps(0,n;x) =

Assim, num equilibrio de Nash em que os turistas gostam de estar uns com os
outros, todos os turistas tém que escolher a mesma estratégia, mesmo quando a
estratégia tem probabilidade nao inteira. Mais ainda, para cada estratégia (0,n), a
preferéncia relativa com prego = determina unicamente a probabilidade pg(0,n; z)
com que os turistas escolhem a estancia turistica na praia e também a quota de
mercado Sp(0,n;x) da estincia turistica na praia. Logo, a preferéncia relativa
com pre¢o x determina tnicamente a probabilidade 1 — pg(0,m;2) com que os
turistas escolhem as estancia turistica na montanha e também a quota de mercado
n — Sp(0,n;x) da estdncia turistica na montanha.
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Sp - ?{B
- OB

T’(n) T(0) x

Ficura 1. O fibrado das quotas de mercado da praia para o caso
em que A > 0.

Agora, podemos caracterizar geométricamente aquelas que serdo as quotas de
mercado esperadas pelas estancias turisticas no caso em que os turistas gostam de
estar juntos. As fibras horizontais HE e HE e a fibra obliqua OF,, sio dadas por

HE = {(2,0): 2 <T(0)} e HE={(z,n):2>T(n)}
A fibra obliqua O, ,, para A > 0, é dada por
OF 4 ={(z,8(0,n;2)) : T'(n) < z < T(0)}.
Se A >0, o fibrado das quotas de mercado para a praia F% é dado por
FR=HZUH]UOF, 4.

O fibrado das quotas de mercado da montanha F3! é o conjunto de todos os pontos
(z,y) € R? com a propriedade que (z,n —y) € F§.

Seja N(T';x) o conjunto de todas as estratégias dos turistas que s@o equilibrio
de Nash para alguma preferéncia relativa com preco z.

Coroldrio 1 (Geometria dos equilibrios de Nash). Seja A > 0. Hd uma corres-
pondéncia bem definida entre estratégias Nash e o fibrado das quotas de mercado
para a praia
S e N(T;z) < (x,Sp) € F§
com as sequintes propriedades:
(i) Uma l-estratégia S é um equilibrio (z,Sg) € HP, paral € {0,n}.
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(i) Uma (0,n)-estratégia S € um equilibrio de Nash se, e sd se, (x,Sp) € O(])B:n,A'

Assim, temos uma interpretacao geométrica das quotas de mercado em funcao
da preferéncia relativa com preco x que € til para as estancias turisticas decidirem
quais os pregos que devem praticar. Na figura 1 é ilustrado o fibrado das quotas de
mercado para o caso A > 0.

Demonstragao do Teorema 1. Consideremos uma (I, k)-estratégia S em que o turista
i opta pela estratégia S(i) = pg com 0 < pg < 1. Assim S; g = [+ (k—1)pg, donde
o valor da utilidade U;(S) = V(ps,{+ (k — 1)ps) é dado por

—On +wn +an(n—1=(1+ (k=1)ps)) + ps(z — an(n— 1)+ Al + (k — 1)ps)).
Pelo Lema 3, temos que
x—apyn—1)4+A(l+ (k—1)ps) = 0.
Assim, a (0, n)-estratégia S é um equilibrio de Nash quando
x—apyn—1)4+ A(n —1)ps =0.

Por outro lado, suponhamos que hé um turista ¢ tal que a sua estratégia S(i) = 1
é escolhgr a estancia turistica na praia. Para o turista ¢, a i-quota de mercado na
praia é Sp; = (I — 1)+ kps e, portanto, o valor da utilidade U;(S) = V(1,(1—1) +
kps) é dado por
—On +wy +an(n—1—((—1)+kps)) + 1z —apu(n—1)+ A - 1) + kps)).
Donde,

r—oapyn—1)+A(1—-1)+kps) >0=az—apy(n—1)+ Al + (k— 1)ps).

O que é impossivel para A > 0.

Suponhamos agora que hd um turista j tal que a sua estratégia S(j) = 0 é
escolher a e§téncia turistica na montanha. Para o turista j, a j-quota de mercado
na praia é Sg ; =l + kps e, portanto, o valor da utilidade U;(S) = V(0,1 + kps) é
dado por

—Op +wpr +ap(n—1— (14 kps)) +0(z — ap(n —1) + A(L + kps)).
Donde,
z—ay(n—1)+A(l+kps) <0=z—apy(n—1)+ Al + (k — 1)ps).

O que também é impossivel quando A > 0. O

Teorema 2 (Equilibrios de Nash em estratégias mistas para turistas que nao gos-
tam de estar juntos.). Seja A < 0.

(i) Os equilibrios de Nash mistos sao a unigo de todas as (I, k)-estratégias que
sao equilibrios de Nash.
(ii) Uma (1, k)-estratégia é um equilibrio de Nash misto se, e sd se, x € [T'(1), T (I+

(iii) Tém-se ainda que, o triplo (1, k;xz) determina dnicamente
k(x —T(1)) x—T()
Lkz)=l+—r—= lLkig)=—"_"\/_
SB(a ,I) +—A<k‘—1> epS(a ,l’) —A(k—l)
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Assim, quando os turistas nao gostam de estar uns com os outros, todas as
estratégias do tipo (I, k) s@o equilibrios de Nash para alguns valores da preferéncia
relativa com prego x. Mais ainda, para cada estratégia (I, k), a preferéncia relativa
com prego x determina inicamente a probabilidade pg(l, k; ) com que os turistas
escolhem a esténcia turistica da praia e a quota de mercado Sg(l, k; z) da estancia
turistica na praia. Logo, a preferéncia relativa com preco = determina também
unicamente a probabilidade 1 — pg(l, k; ) com que os turistas escolhem as estancia
turistica na montanha e a quota de mercado n — Sp(l, k; x) da estancia turistica na
montanha.

Podemos agora caracterizar geométricamente aquelas que serao as quotas de
mercado esperadas pelas estancias turisticas, no caso em que os turistas nao gostam
de estar juntos. As fibras horizontais HP, para l € {1,...,n — 1} sdo

HE = {(2,1): T'(1) <z <T()}.
A fibra global horizontal é HE = J]_, HP. As fibras verticais VP sao
VE={(TW),y): 1<y <l+1}.
A fibra global vertical é VE =J;" VP. As fibras obliquas Ol]?k’A, para A < 0, sdo
Ol a={(x,Sp(lk;2)) : T(l) <z < T'(1+ k)}.
A fibra global obliqua é OF = Ul,kgn Ofk)A. Se A < 0, o fibrado das quotas de

mercado da praia F¥ é

FE=HEUuVEUOL.
O fibrado das quotas de mercado da montanha F}! é o conjunto de todos os pontos
(z,y) € R? com a propriedade que (z,n —y) € F%.

Corolario 2 (Geometria dos equilibrios de Nash). Seja A < 0. Hd uma corres-
pondéncia bem definida entre estratégias Nash e o fibrado das quotas de mercado
para a praiq
S e N(T;z) < (x,Sp) € F§

com as sequintes propriedades:

(i) Uma l-estratégia S é um equilibrio (z,Sg) € HE.

(ii) Uma (I,1)-estratégia S é um equilibrio de Nash se, e s6 se, (z,Sg) € VE.
(iii) Uma (I, k)-estratégia S ¢é wm equilibrio de Nash se, e 56 se, (z,Sp) € Of, 4

com k > 2.

Assim, temos uma interpretacdo geométrica das quotas de mercado em funcao
da preferéncia relativa com preco x, que é itil para as estancias turisticas decidirem
quais os precgos que devem praticar. Na figura 2 é ilustrado o fibrado das quotas de
mercado para o caso A < 0, com n = 6 turistas.

O segmento de recta obliquo Oﬁk comega no canto (T'(1),yix(T(1))) formado pela
extremidade do lado direito do segmento de recta horizontal H ZB e pela extremidade
de baixo do segmento de recta vertical VlB . O segmento de recta obliquo Ofk acaba
no canto (T"(I+k), yi.x(T"(I+k))) formado pela extremidade esquerda do segmento
de recta horizontal H ﬁk e pela extremidade do topo do segmento de recta vertical
VIE .- Cada segmento de recta obliquo Ofk intersecta o interior dos segmentos

de recta horizontais HZ

i+ € o interior dos segmentos de recta verticais Vlij onde
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SB

T(O) T(1) T(2) T(3) T(4) T(5) z

Ficura 2. O fibrado das quotas de mercado da praia para o caso
em que A < 0 e existem n = 6 turistas.

1<j<k—1.8Sel<l el+k<l'+k entdo os segmentos de recta obliquo Ofk e
Oﬁ)k, nao se intersectam e Ol’?k estd do lado esquerdo de Oﬁ,k,.

Sel’ <lek' <k entdo os segmentos de recta obliquos OF, e Oﬁk, intersectam-se
no ponto

(x(l, kU K, y(L ks U KD) € [T, T' (U + K] x [1,1I + K
dado por
Ak-1)(1-=1)

(ks U k) = — ) +7T(1) e yokl,kK)=1+

k(1—1)
(k' — k)’

Antes do ponto de intersec¢ao, Oﬁk esta do lado direito de Oﬁ’ > € depois do ponto
de interseccao, Oﬁk estd do lado esquerdo de Of,ik/.

Demonstrag¢ao do Teorema 2. Consideremos uma (I, k)-estratégia S em que o turista
i opta pela estratégia S(i) = pg com 0 < pg < 1. Assim S; g = [+ (k—1)pg, donde
o valor da utilidade U;(S) = V (p2,1 + (k — 1)ps) é dado por

—On +wn +an(n—1—(1+(k—=1)ps)) +ps(z —an(n— 1)+ Al + (k — 1)ps)).
Pelo Lema 3, temos que S é parte de um Nash se

x—oapy(n—1)+ A+ (k—1)ps) = 0.
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Suponhamos que hd um turista i tal que a sua estratégia S(i) = 1 é escolher
qstéuncia turistica na praia. Para o turista i, a i-quota de mercado na praia
Sp,i = (I—1)+ kps, e portanto, o valor da utilidade U;(S) = V(1, (I — 1) + kps)
dado por
—Or +wn +apy(n—1—((1—1)+kps)) + 1(z—apu(n—1)+ A - 1) + kps)).
Donde,

x—apyn—1)+A(1-1)+kps) >0=az—apy(n—1)+ Al + (k— 1)pg).

O que acontece.

Suponhamos que hd um turista j tal que a sua estratégia S(j) = 0 é escolher a
estancia turistica na montanha. Para o turista j, a j-quota de mercado na praia é
SYB’J- =l + kpg, e portanto, o valor da utilidade U;(S) = V(0,1 + kpg) é dado por

—Or +wyr +apm(n—1—(1+kps)) +0(x —an(n—1)+ Al + kpg)).
Donde,
-T_OCM(n_ 1)+A(l+k‘p5’) <0 :.Z‘—Oé]\/[(n— 1)—|—A(l+ (k‘— 1)ps).

O que acontece.
Assim, a (I, k)-estratégia estrita S é um equilibrio de Nash quando

z—apym—1)+A(l+ (k—1)ps) =0.

[CNEeN

3. CONCLUSOES

Modelamos a influéncia das decisoes individuais num mercado competitivo, usan-
do o exemplo ilustrativo da alocacao de turistas num mercado com duas estancias
turisticas alternativas. Dados os precos praticados num mercado e as preferéncias
dos individuos, encontramos todas as combinagoes de escolhas dos individuos for-
mando estratégias que sao equilibrios de Nash. Mostramos ainda que estes equilibrios
nem sempre sao unicos e que equilibrios em estratégias puras existem sempre.
Por outro lado, estudamos a dependéncia das quotas de mercado com respeito
ao parametro de influéncia que representa a maneira como os individuos se relacio-
nam, i. e. se gostam, ou nao, de estar na presenca uns dos outros. Provamos ainda
que mesmo com homogeneidade ex-ante dos individuos é possivel obter heteroge-
neidade ex-post nas escolhas e formar um mercado nao-monopolista. No entanto,
em estratégias puras, uma situagdo em que nao exista monépolio depende dos in-
dividuos nao gostarem de estar na presencga uns dos outros, o que se pode dever
a véarios factores. Assim, perante um ataque agressivo de um produto com um
preco baixo, se houver um outro produto que tenha qualidade acrescida e que seja
considerado pelos individuos um bem comum, portanto trazendo-lhes felificidade
acrescida quando partilham a sua escolha, este produto acabara por ser o escolhido
pelos individuos.
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